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АДНОСНЫЯ СВАБОДНЫЯ ВАГАННІ ПУНКТА Ў ВЫПАДКУ ВЯРЧАЛЬНАГА 
ПЕРАНОСНАГА РУХУ 
 
Агульныя звесткі. У артыкуле разглядаюцца адносныя 
свабодныя (пры адсутнасці трэння) ваганні пункта ў выпадку, калі 
адносная прамалінейная траекторыя ваганняў змешчана ў адной 
плоскасці з вертыкальнай воссю пераноснага вярчэння. Работа 
выконваецца ў рамках вучэбнага працэсу па тэме “Дынаміка 
адноснага руху пункта” з мэтай удасканалення аналізу ваганняў 
пункта. У вучэбна-метадычнай літаратуры ([1–3] і інш.) адносныя 
ваганні пункта пры вывучэнні дынамікі адноснага руху не 
вылучаюцца ў асобнае пытанне, у выніку чаго спецыфічныя 
уласцівасці гэтага руху застаюцца не заўважанымі. Зусім не 
абмяркоўваюцца тыповыя характарыстыкі адносных ваганняў 
(амплітуда, частата, перыяд, фаза), як гэта прынята пры вывучэнні 
абсалютных ваганняў пункта. Адзначаная акалічнасць уяўляе 
значныя цяжкасці пры аналізе адноснага вагальнага руху. Ніжэй 
паказана магчымасць даследавання адносных ваганняў пункта 
паводле звычайнай схемы вывучэння абсалютных ваганняў. Гэта 
дазваляе прааналізаваць уплыў вуглавой скорасці пераноснага 
вярчэння на параметры адносных ваганняў. 
 
 
P, N, G – ciлы, прыкладзеныя да пункта М; ol  – даўжыня 
недэфармаванай спружыны; CTδ  – статычная дэфармацыя спружыны 
Рыс. 1. Мадэль абсалютных ваганняў 
 
Абсалютныя свабодныя ваганні. Для наступнага 
параўнальнага аналізу адносных ваганняў спынімся спачатку 
коратка на абсалютных ваганнях, апісаных, у прыватнасці, у 
падручніках [1–3]. Нагадаем, што абсалютныя ваганні даследуюцца ў 
абсалютнай (нерухомай) сістэме каардынат. Іх мадэль прадстаўлена 
на рысунку 1. Шарык М масы m, што прымацаваны да свабоднага 
канца спружыны жорсткасці c, рухаецца ў нахіленай гладкай трубцы. 
Першапачатковая даўжыня спружыны роўна lo; яе статычная 
дэфармацыя вылічваецца па формуле sin
СТ
G cδ = θ , дзе 
G mg=  – сила цяжару шарыка. Пункт О называецца цэнтрам 
свабодных ваганняў; максімальныя адхіленні пункта М (амплітуды) 
ад гэтага цэнтра пад час ваганняў аднолькавы. Момант часу to, з 
якога пачынаецца рух пункта, і адпаведныя яму каардыната xo і 
скорасць vo называюцца пачатковымі ўмовамі руху. Пры вывадзе 
дыферэнцыяльнага ўраўнення ваганняў за пачатак адліку 
каардынаты x прымаецца цэнтр ваганняў О. Вывад 
дыферэнцыяльнага ўраўнення і яго рашэнне выконваюцца паводле 
методыкі рашэння другой задачы дынамікі пункта. На шарык М 
дзейнічаюць: сіла цяжару G; аднаўляльная сіла (інакш – рэакцыя 
спружыны) P cx= , нармальная рэакцыя спружыны N. 
Дыферэнцыяльнае ўраўненне абсалютных ваганняў прыводзіцца да 
выгляду:  
 
2 0x k x+ =&& , (1) 
дзе k c m=  – цыклічная частата ваганняў. Для зручнасці 
аналізу руху рашэнне ўраўнення (1) прадстаўляюць у амплітуднай 
форме: 
 ( )sinx A kt= + α . (2) 
Тут А – амплітуда ваганняў, ktϕ = + α  – іх фаза, α  – 
пачатковая фаза. Перыяд ваганняў вызначаецца па формуле: 
2T k= pi ; 3,14...pi = . 
 
Дыферэнцыяльнае ўраўненне адносных ваганняў і яго 
рашэнне. Калі вагальную сістэму, што паказана на рысунку 1, 
замацаваць на пласціне D, якая верціцца вакол вертыкальнай восі 
Az (рыс. 2), то пункт М будзе выконваць складаны рух: адносны ў 
плоскасці пласціны D і пераносны разам з пласцінай вакол восі Az. 
Абсалютнае паскарэнне пункта М вызначаецца па формуле: 
r e ca a a a= + +
r uur uur uur









Вестник Брестского государственного технического университета. 2011. №4 
Машиностроение 67
пераноснае і карыолісава паскарэнні. Цяпер на пункт М дзейнічаюць 
акрамя сілы цяжару G і рэакцыі спружыны P, пераносная eΦ  і 
карыолісава cΦ  сілы інерцыі. На рысунку 2 вектар сілы cΦ  
перпендыкулярны да плоскасці пласціны D і таму не паказаны. 
Дэфармацыю спружыны пад дзеяннем сіл G і eΦ  абазначым праз 
δ  (сіла cΦ  на яе велічыню не ўплывае). Палажэнне О шарыка на 
канцы дэфармаванай спружыны будзем называць палажэннем 
адноснай раўнавагі. Пачатак восі каардынат сумяшчаем з пунктам 
О. Асноўнае ўраўненне дынамікі адноснага руху пункта запісваецца 
ў выглядзе: 
 l e crma F= + Φ + Φ∑




oP , oN , G , eoΦ  і P , N , G , eΦ  – сiлы, прыкладзеныя да 
п. М, адпаведна ў становiшчы раўнавагi i ў адвольным становiшчы; 
ol  – даўжыня недэфармаванай спружыны; δ  – дэфармацыя спружыны 
Рыс. 2. Мадэль адносных ваганняў 
 
Знойдзем дэфармацыю спружыны δ . У становішчы адноснай 
раўнавагі шарыка паскарэнне ar роўна нулю. Тады замест (3) для 
становішча О атрымліваем: 
0io eo coF + Φ + Φ =∑
ur uur uur
. Знаходзім праекцыю апошняй 
роўнасці на вось Ох: 
 sin cos 0 0o eoP G− θ + Φ θ + = . (4) 
Тут oP c= δ , ( )2 0 cosco eoma m r l Φ = = ω + + − δ θ  . 
Падстаўляем выражэнні сіл oP , eoΦ  y (4), адкуль атрымліваем: 
( ) ( )2 2 20sin cos cos cosmg m r l c m δ = θ − ω + θ θ − ω θ  .(5) 
Пры 0ω =  дэфармацыя спружыны пераходыць у прыведзенае 
вышэй CTδ . 
Далей будзем лічыць, што ўраўненне (3) запісана для пункта М 
у адвольным становішчы, вызначаемым каардынатай х (рыс. 2). 
Тады яго праекцыя на вось Ох прыме выгляд: 










m r l x
m r l x m x
 Φ = ω + − δ + θ = 
 = ω + − δ θ + θ = Φ + ω θ 
, 
( ) oP c x cx P= − δ = − . Падстаўляем гэтыя значэнні eΦ  і Р у 
(6); знаходзім: 
2 2cos sin coso eomx m x cx P G= ω θ − + − θ + Φ θ&& . Калі тут 
улічыць роўнасць (4), то атрымаем наступнае дыферэнцыяльнае 
ўраўненне адносных свабодных ваганняў пункта: 
 
2 2cos 0cx x
m
 
+ − ω θ = 
 
&& . (7) 
 
Параўнальны аналіз адносных і абсалютных ваганняў. 
Дыферэнцыяльнае ўраўненне (7) па аналогіі з ураўненнем (1) можна 
запісаць у выглядзе: 
2 0rx k x= =&& , дзе 
 
2 2 2cosrk c m= − ω θ . (8) 
Велічыню rk , якая мае той жа механічны сэнс, што і велічыня k 
ва ўраўненні (1), будзем называць цыклічнай частатой адносных 
ваганняў пункта. Як відаць з формулы (8), пераносны рух 
прыводзіць да паніжэння частаты ваганняў пункта. Пры гэтым 
залежнасць паміж велічынямі 
2
rk  і 
2ω  носіць лінейны характар. З 
формулы (8) можна таксама заўважыць, што ў выпадку, калі вось 
Ох паралельна да восі вярчэння ( )2Az θ = pi , пераносны рух не 
ўплывае на частату адносных ваганняў – у гэтым выпадку яны не 
адрозніваюцца ад абсалютных. 
Рашэнне ўраўнення (7) будуецца, як і ўраўнення (1). У 
амплітуднай форме яно мае выгляд, аналагічны (2): 
 ( )sinr r rx A k t= + α , (9) 
дзе rA , rα  – адпаведна амплітуда і пачатковая фаза адносных 
ваганняў. Пастаянныя rA  і rα  вызначаюцца з пачатковых умоў 
адноснага руху: пры 0t = , ox x= , x oxυ = = υ&  (тут ox  і oυ  
– адносныя пачатковыя каардыната і скорасць пункта). Канчаткова 
знаходзім: 
 ( )22r o o rA x k= + υ ,   r o r otg x kα = υ . (10) 
Як відаць з формул (10), пераносны рух пры 0oυ ≠  
прыводзіць да павелічэння амплітуды ваганняў і змяншэння іх 
пачатковай фазы. 
 
Аб межах прымянімасці формул (8)–(10). У мадэлі адносных 
ваганняў (рыс. 2) дэфармацыя рэальнага пругкага элемента, у 
прыватнасці, спружыны, абмежавана – недапускаюцца судакрананні 
асобных яе віткоў, парушэнне залежнасці P cx= . Гэтыя 
абставіны, у сваю чаргу, накладваюць абмежаванні на значэнні 
вуглавой скорасці пераноснага вярчэння. 
Абазначым гранічнае значэнне адноснай дэфармацыі спружыны, 
пры якім яна захоўвае свае функцыянальныя уласцівасці, праз λ , 
а адпаведнае значэнне абсалютнай дэфармацыі – праз δ . 
Знойдзем гранічнае значэнне вуглавой скорасці ω . Паколькі 
olλ ≥ δ , то olδ = λ . Тады паводле формулы (5) 
( ) ( )2 2 2sin cos cos / coso ol mg m r l c m λ ≥ θ − ω + θ θ − ω θ  . 










ω ≤ λ − θ  
λ θ − + θ θ  
 (11) 
Формулы (8)–(10) справядлівы пры значэннях ω , абмежаваных 
выразам (11). 
 
Заключэнне. У рабоце паказана, што адносныя свабодныя 
ваганні пункта можна вывучаць з дапамогай методыкі даследавання 
адпаведных абсалютных ваганняў. Атрыманы формулы, якія 
ўстанаўліваюць залежнасць кінематычных характарыстык адносных 
ваганняў ад вуглавой скорасці пераноснага руху. Паказана, што у 
разгледжаным прыватным выпадку карыолісава сіла інерцыі не 
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RUSAN S.I. Relative free fluctuations of a point in case of rotary portable movement 
Abstract the possibility of studying relative of free oscillations on the same methodology as the absolute fluctuations. The formulas, establishing the 
dependence of the kinematic characteristics relative variations of the angular velocity of the portable rotation. 
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